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Àííîòàöèÿ

Â ó÷åáíûõ ìàòåðèàëàõ è ñòàòüÿõ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàä-
ðàòîâ (ÌÍÊ) îïðåäåëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå äàííîãî ìåòîäà â âèäå íà-
õîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ (a) â çàâèñèìîñòè ìåæäó ïàðàìåòðàìè (x)
è èçó÷àåìîé âåëè÷èíîé (y):

x =

 1 x11 . . . xm1

...
...

. . .
...

1 x1n . . . xmn

, y =

 y1
...
yn

, a = (a0 a1 . . . am)

ŷ = a · xT → ŷi = yi + εi = a0 + a1x1i
+ . . .+ amxmi

n∑
i=1

[a0 + a1x1i + . . .+ amxmi − yi]
2 =

n∑
i=1

ε2i → min

Ýòî óñëîâèå ìèíèìèçèðóåò îøèáêó òîëüêî èçó÷àåìîé âåëè÷è-
íû. Åñëè æå èçó÷àåìîé âåëè÷èíîé ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðû (ïðè÷åì
âñå), äàííîå óñëîâèå íå ïîäõîäèò.

a · xT = 0 → a0 + a1x1i + . . .+ amxmi = εi

n∑
i=1

[a0 + a1x1i
+ . . .+ amxmi

]2 =
n∑

i=1

ε2i → min

a0 = a1 = . . . = am = 0

Îáíóëåíèå âñåõ íåèçâåñòíûõ âïîëíå î÷åâèäíî. Ýòî âûçâàíî òåì,
÷òî îñíîâíûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äàííîãî óñëîâèÿ ïî-
ïàäàþò â îáëàñòü ãëîáàëüíîãî íóëÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÌÍÊ ðàáîòàë
ïðè òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è, íàäî ïåðåâåñòè ïàðàìåòðû èç íóëå-
âîé â åäèíè÷íóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò.

Â äàííîé ñòàòüå áóäåò ðàññìîòðåí ëèíåéíûé ñëó÷àé ïðèìåíå-
íèÿ åäèíè÷íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû ÌÍÊ.

∗Typeset by LATEX
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Ëèíåéíûé ñëó÷àé ïðèìåíåíèÿ åäèíè÷íîé ñèñòå-

ìû êîîðäèíàò äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû ÌÍÊ.

Â êà÷åñòâå íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó-
÷àé íàõîæäåíèÿ ïëîñêîñòè ïî íàáîðó èçìåðåííûõ êîîðäèíàò òî÷åê íà
å¼ ïîâåðõíîñòè. Äëÿ ïîâåðõíîñòè, ñóùåñòâóþùåé íà ìåñòíîñòè, òðåáóåò-
ñÿ ìàêñèìàëüíî òî÷íî îïðåäåëèòü å¼ ïîëîæåíèå (3D-îðèåíòèðîâàíèå) ñ
ó÷¼òîì òîãî, ÷òî ïîâåðõíîñòü íå èäåàëüíî ãëàäêàÿ (èìååò øåðîõîâàòî-
ñòè) è ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ òî÷åê íà íåé íå ÿâëÿþòñÿ áåçîøèáî÷íûìè.

Â äàííîé çàäà÷å â êà÷åñòâå ¾ïîâåðõíîñòè¿ ìîæåò âûñòóïàòü ëþáîé
êîíòóð ñîîðóæåíèÿ, êîòîðûé ìîæíî òåîðåòè÷åñêè ðàññìàòðèâàòü êàê
¾ëåæàùèé â îäíîé ïëîñêîñòè¿. Ýòî ìîæåò áûòü ôàñàä çäàíèÿ, ïðÿìàÿ
ñåêöèÿ ìîñòà, êîíòóð ïîðòàëà, ïëîñêîñòü òîííåëüíîãî êîëüöà. Õàðàê-
òåð ¾íåðîâíîñòåé¿ èññëåäóåìîé ïëîñêîñòè, èñõîäÿ èç ðàçíîîáðàçèÿ èñ-
ñëåäóåìûõ îáúåêòîâ, íå îïðåäåë¼í. Òàêæå íå îïðåäåëåíà ïîãðåøíîñòü
èçìåðåíèé, êîòîðàÿ çàâèñèò îò óñëîâèé èçìåðåíèé.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èññëåäóåìîé ïëîñêîñòè ïðîèçâîäÿò ðÿä èçìåðåíèé
òî÷åê íà å¼ ïîâåðõíîñòè (Xi, Yi, Hi, i = 1 . . . n) â êàêîé-òî ñèñòåìå êîîð-
äèíàò (ãîðîäñêîé, íàïðèìåð). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ÌÍÊ, ïåðåéä¼ì
îò äàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñíà÷àëà ê íóëåâîé, à ïîòîì ê åäèíè÷íîé.

Ïåðåõîä ê íóëåâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò î÷åíü ïðîñò:

xi = Xi − X̄ yi = Yi − Ȳ hi = Hi − H̄
X̄ = 1

n

n∑
i=1

Xi Ȳ = 1
n

n∑
i=1

Yi H̄ = 1
n

n∑
i=1

Hi

Íóëåâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò èìååò îãðîìíîå ïðèìåíåíèå äëÿ ñòàòè-
ñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, èìåþùèõ êîíêðåòíóþ èçó÷àåìóþ âåëè÷èíó. Äëÿ ñè-
ñòåì, ãäå âñå äàííûå ÿâëÿþòñÿ íåòî÷íûìè, ýòà ñèñòåìà êîîðäèíàò íåïðè-
ìåíèìà èç-çà íàëè÷èÿ ãëîáàëüíîãî íóëÿ.

Äëÿ ïåðåâîäà äàííûõ èç íóëåâîé â åäèíè÷íóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò
ïîíàäîáèòñÿ ðàä õàðàêòåðèñòèê ýòèõ äàííûõ (ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ
ìîæíî òàêæå íàçâàòü óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíè÷íîé ñèñòåìû êî-
îðäèíàò):

1) Äèñïåðñèÿ:

DX =
1
n

n∑
i=1

X2
i − X̄2, DY =

1
n

n∑
i=1

Y 2
i − Ȳ 2, DH =

1
n

n∑
i=1

H2
i − H̄2,

D =
1
3

(DX +DY +DH).

2) Âåñ:

PX =
D

DX
, PY =

D

DY
, PH =

D

DH
.
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3) Íîðìà âåñà:

pX =
√
PX , pY =

√
PY , pH =

√
PH .

4) Âçâåøåííîå ñìåùåíèå:

eX =
√
D · pX , eY =

√
D · pY , eH =

√
D · pH .

Îïðåäåëèâ âçâåøåííîå ñìåùåíèå êàæäîé êîîðäèíàòû, ïåðåõîäèì îò
íóëåâîé ê åäèíè÷íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

xe = x + eX , ye = y + eY , he = h + eH .

Äëÿ äàííûõ â åäèíè÷íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (åñëè îíà ñóùåñòâóåò, à
äëÿ ýòîãî äîëæíû ñóùåñòâîâàòü âçâåøåííûå ñìåùåíèÿ) âåðíî ñëåäóþ-
ùåå:

1) Ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äàííûõ ðàñïîëàãàþòñÿ âíå îáëà-
ñòè ãëîáàëüíîãî íóëÿ:

n∑
i=1

xei 6= 0,
n∑

i=1

yei 6= 0,
n∑

i=1

hei 6= 0.

2) Äëÿ ýòèõ äàííûõ âñåãäà ñóùåñòâóåò îòëè÷íîå îò íóëÿ ðåøåíèå
ñèñòåìû:

axe + bye + che + 1 = ε,
n∑

i=1

[εi]2 → min, a 6= 0, b 6= 0, c 6= 0.

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ìèíèìèçèðóåò ñâîþ îòíîñèòåëüíóþ îøèáêó,
÷òî îçíà÷àåò ñâîáîäó å¼ îò äèñïåðñèé îòäåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ å¼ êîìïî-
íåíòîâ. Èíûìè ñëîâàìè ðåøåíèå ìèíèìèçèðóåò îøèáêó íå êàêîãî-ëèáî
îòäåëüíîãî êîìïîíåíòà, à âñåõ êîìïîíåíòîâ âìåñòå.

Ïîäðîáíåå î ñèñòåìå íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé.
Îíà ïðèìåò âèä:

N · (a, b, c)T = W →


N11 · a+N12 · b+N13 · c = W1

N21 · a+N22 · b+N23 · c = W2

N31 · a+N32 · b+N33 · c = W3

, ãäå

N11 =
n∑

i=1
(x2

e) N12 =
n∑

i=1
(xeye) N13 =

n∑
i=1

(xehe) W1 = −
n∑

i=1
(xe)

N21 =
n∑

i=1
(xeye) N22 =

n∑
i=1

(y2
e) N23 =

n∑
i=1

(yehe) W2 = −
n∑

i=1
(ye)

N31 =
n∑

i=1
(xehe) N32 =

n∑
i=1

(yehe) N33 =
n∑

i=1
(h2

e) W3 = −
n∑

i=1
(he)
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Ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü ëåãêî íàéäåíî â ëþáîé ýëåê-
òðîííîé òàáëèöå (OpenO�ce.org Calc, íàïðèìåð), íå ãîâîðÿ óæå î òàêèõ
ñèñòåìàõ êàê Maxima, Octave, FreeMat:

(a, b, c)T = N−1 ·W

Â ýëåêòðîííîé òàáëèöû OpenO�ce.org Calc äëÿ ýòîãî èìåþòñÿ ñëå-
äóþùèå ôóíêöèè:

-îáðàòíàÿ ìàòðèöà (N−1):
=MINVERSE('Range N '),
-ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå (N−1 ·W):
=MMULT('Range N−1';'Range W ').
Ãäå 'Range X' � ññûëêà íà äèàïàçîí ÿ÷ååê, ñîäåðæàùèõ ìàññèâ X.
Ïîñëå òîãî, êàê íàéäåíû íåèçâåñòíûå (a, b è c) âîçìîæíû ñëåäóþùèå

äåéñòâèÿ:
1) Ïåðåõîä îò åäèíè÷íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê èñõîäíîé:

a xe + b ye + c he + 1 = 0
a(X − X̄ + eX) + b(Y − Ȳ + eY ) + c(H − H̄ + eH) + 1 = 0
aX + bY + cH +

[
a(eX − X̄) + b(eY − Ȳ ) + c(eH − H̄) + 1

]
= 0

2) Âûðàæåíèå îäíîé íåèçâåñòíîé ÷åðåç îñòàëüíûå:

aX + bY + cH +
[
a(eX − X̄) + b(eY − Ȳ ) + c(eH − H̄) + 1

]
= 0

H = −a/c X − b/c Y − 1/c
[
a(eX − X̄) + b(eY − Ȳ ) + c(eH − H̄) + 1

]
3) Îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê äî íàéäåííîé ïëîñêîñòè:

Ri =
a(Xi − X̄ + eX) + b(Yi − Ȳ + eY ) + c(Hi − H̄ + eH) + 1√

a2 + b2 + c2

4) Îïðåäåëåíèå îðèåòíèðîâàíèÿ ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòà:

bxy =
√
a2 + b2 {sin(α) = a/bxy, cos(α) = b/bxy → α} i = c/bxy · 1000%�

Çàêëþ÷åíèå.

Îçíàêîìëåíèå ñ äàííûì ìàòåðèàëîì ðåêîìåíäóþ ïðîâîäèòü ñîâìåñò-
íî ñ ïðèëàãàåìûìè ê íåìó ýëåêòðîííûìè òàáëèöàìè. Äàííûé ìàòåðèàë
ìîæåò ñîäåðæàòü îãðåõè, òàê êàê ìíîé äîñêîíàëüíî íå ïðîâåðÿëñÿ. Â òî
æå âðåìÿ ýëåêòðîííûå òàáëèöû âûâåðåíû äî çàïÿòîé.

¾... è íå áóäåò ïîñëå íàñ òüìû.¿
À.Í.Êàðåòèí
04.09.2010ã.

Made in ¾Òåððèòîðèÿ áåç èìåíè¿
http://mykaralw.narod.ru/
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